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 (a2− 4a+ 2)n


























































































































































































































Capitolo 5. Serie 66
Soluzioni e risultati
1) La serie ha termini di segno alterno, studiamo anzitutto la assoluta convergenza. Per
questo studiamo il comportamento del valore assoluto del termine n -simo della serie per
































Pertanto il termine n -simo della serie dei valori assoluti si comporta come il termine n -simo
della serie armonica generalizzata di esponente 1/2 che non è convergente, perché 1/2< 1 ,
quindi la serie studiata non è assolutamente convergente.
Studiamo ora la convergenza. Poiché la serie è a termini di segno alterno, verifichiamo se
è possibile applicare il criterio di Leibniz. Abbiamo già verificato che il valore assoluto del
termine n -simo della serie ha limite 0 , perché si comporta come n−1/2 . Inoltre, poiché che
la funzione arcotangente è crescente, si ha:
n < m =⇒ arctan(n+ 2)< arctan(m+ 2)
=⇒ pi
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dunque la successione dei valori assoluti dei termini della serie è decrescente, quindi, per il
criterio di Leibniz, la serie è convergente.
Pertanto la serie studiata è convergente ma non è assolutamente convergente.
2) Poiché la serie è a termini positivi, è convergente se e solo se è assolutamente convergente.
È abbastanza complicato verificare direttamente se è soddisfatta la condizione, necessaria
per la convergenza della serie, che il termine n -simo converga a 0 ; vista la forma del termine
n -simo risulta conveniente applicare il criterio del rapporto.
Indicato con a
n











(n+ 1)n(n+ 1)2n!(n+ 1)(2n+ 1)!
















Per n → +∞ il primo fattore ha limite e , mentre il secondo ha limite 1/4 , quindi il
limite del prodotto è e/4 , che è minore di 1 ; perciò, per il criterio del rapporto, la serie è
convergente.
Pertanto la serie studiata è convergente e assolutamente convergente.
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3) Il termine n -simo della serie è un quoziente; il denominatore è somma di due radici (non
nulle) e quindi è positivo, mentre il numeratore è differenza di due radici, ma qualunque sia
n ∈ N∗ si ha n2 + 2n ≥ n2 + 2 e quindi il numeratore è non negativo. La serie è quindi a
termini non negativi, perciò converge se e solo se converge assolutamente.
Studiamo il comportamento del termine n -simo per n →+∞ . Si ha
3
p
















































































































Il termine n -simo della serie è quindi asintoticamente equivalente, a meno di una costan-
te moltiplicativa, a quello della serie armonica, che non è convergente. Per il criterio del
confronto la serie studiata non è convergente.
Pertanto la serie studiata non è convergente e non è assolutamente convergente.
4) Poiché, ∀n ∈N∗ , si ha  arctan(3/n)2/n > 0 , la serie ha i termini di segno alterno.




































































= e0 = 1 ,
perciò il termine n -simo della serie non ha limite 0 .
Pertanto la serie studiata non è convergente e non è assolutamente convergente.
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5) La serie è a termini non negativi; per stabilirne la convergenza studiamo il comporta-
mento del termine n -simo per n →+∞ .
Qualunque sia a ∈R+ si ha lim
n→+∞ n




2 log(1+ na) = +∞ ,
perciò la serie non è convergente.
Se a = 0 allora il termine n -simo della serie è n2 log 2 e lim
n→+∞ n
2 log 2=+∞ , perciò
la serie non è convergente.
Se a ∈R− allora lim
n→+∞ n
a = 0 e quindi, per n →+∞ , log(1+ na)∼ na , perciò
n
2 log(1+ na)∼ na+2 ;
per il criterio del confronto, la serie è convergente se e solo se a+ 2<−1 , cioè a <−3 .
Quindi la serie converge se e solo se a ∈ ]−∞,−3[ .






Il membro di destra è il termine n -simo della serie armonica generalizzata di esponente 3/2
che è convergente perché l’esponente è maggiore di 1 .
Per il criterio del confronto la serie studiata è assolutamente convergente qualunque sia a
e quindi è anche convergente.
7) La serie è a termini positivi. Per determinarne la convergenza studiamo il compor-
tamento del termine n -simo per n che tende a +∞ . A tale fine studiamo anzitutto il
comportamento di numeratore e denominatore.
Per determinare il comportamento del numeratore, per n →+∞ , occorre stabilire quale
tra na e n4 è il termine dominante; perciò se a < 4 allora n4 + na ∼ n4 , se a = 4 allora
n
4+ na = 2n4 , infine se a > 4 si ha n4+ na ∼ na .
Analogamente per il denominatore occorre confrontare na con n8 ; perciò se a < 8
allora n8+ na ∼ n8 , se a = 8 allora n8+ na = 2n8 , infine se a > 8 si ha n8+ na ∼ na .
Indicato con a
n
il termine n -simo della serie, si ha quindi, per n →+∞ ,










































Perciò se a ≤ 4 allora a
n
è asintoticamente equivalente (eventualmente a meno di costanti
che sono ininfluenti) a 1/n4 , termine n -simo di una serie armonica generalizzata conver-
gente, perché 4 > 1 ; per il criterio del confronto per tali valori di a anche la serie studiata
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è convergente. Se invece a ≥ 8 allora a
n
ha limite reale diverso da 0 per n che tende a
+∞ e la serie studiata non è convergente. Infine se 4 < a < 8 allora a
n
è asintoticamente
equivalente a 1/n8−a , termine n -simo di una serie convergente se e solo se 8− a > 1 , cioè
se e solo se a < 7 , perciò anche la serie studiata è convergente solo per a < 7 .
Quindi la serie converge se e solo se a ∈ ]0,7[ .





 (a2− 4a+ 2)n
= 12n pn+ 2 |a2− 4a+ 2|n .


































 |a2− 4a+ 2|n = 1
2
|a2− 4a+ 2| .
Tale limite risulta minore di 1 se e solo se −1< (a2− 4a+ 2)/2< 1 , cioè a è soluzione del
sistema ¨
a
2− 4a+ 2< 2 ,
a
2− 4a+ 2>−2 ,
che equivale a ¨
a
2− 4a < 0 ,
a
2− 4a+ 4> 0 .
La prima disequazione è verificata per a ∈ ]0,4[ . Poiché a2 − 4a + 4 = (a − 2)2 la seconda
è verificata per a 6= 2 . Pertanto se a ∈ ]0,2[∪ ]2,4[ , per il criterio della radice, la serie è
assolutamente convergente e quindi convergente.








 |a2− 4a+ 2|n > 1 ,






| > 1 , allora per n grande si ha np|a
n
| > 1 , quindi |a
n
| > 1 , pertanto il
termine n -simo della serie non converge a 0 . Quindi la serie non è neppure convergente.












questa serie non è convergente, perché è a termini non negativi, con termine n -simo asinto-
ticamente equivalente a quello della serie armonica generalizzata di esponente 1/2 , che non
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n∈N è decrescente e convergente a 0 .
Quindi, per il criterio di Leibniz, la serie converge.
Pertanto la serie studiata converge se e solo se a ∈ [0,2[∪ ]2,4] .
9)
a. Converge, converge assolutamente
b. Converge, converge assolutamente
c. Non converge, non converge assolutamen-
te
d. Converge, converge assolutamente
e. Converge, converge assolutamente
f. Converge, converge assolutamente
g. Non converge, non converge assolutamen-
te
h. Converge, converge assolutamente
i. Converge, converge assolutamente
j. Converge, non converge assolutamente
k. Non converge, non converge assolutamen-
te
l. Converge, non converge assolutamente
m. Converge, non converge assolutamente
n. Converge, converge assolutamente
o. Converge, converge assolutamente
p. Converge, converge assolutamente
10)
a. a ∈ [−1,1]
b. a ∈ ]−∞, 2[


















e. a ∈ ]0,3]∪ [4,7[
f. a ∈ ]−4,0[ \ {−2}
g. a ∈R
h. a ∈ ]0,+∞[
















c. a ∈ ]0,5[
d. Nessun a
e. a ∈ [1,+∞[
f. a ∈

0,
1
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